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Summary: The paper analyzes the most essentials trends of the historic investigations in the
field of mathematical education and the principal characteristics of their application at the
class-room activities.

Two different kinds of examples are presented. The first is belonging to the arithmetic field:
brief discussion of the general advantages and obstacles when the teacher introduce old al-
gorismes in calculus training and, more in particularly, the presentation of alternative met-
hodis for the determination of square roots. The second example pertain to the geometry: the
recuperation of classical methods (equidescomposition and quadrature) in the measure of
the surface of poligonal figures and their adaptation to the modern computer technology.
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1. Els recursos historics en I’ensenyament de la matematica: les dificultats i els avantatges

La utilitzaci6 de la historia com a recurs didactic en I’ensenyament de la matematica
¢és una metodologia no gaire emprada pel professor d’aquesta matéria. Els arguments que es
fan servir per tal de justificar aquest desinterés son de tota mena, pero possiblement, els més
citats fan referéncia a la creenga que cls temes antics i especialment el seu enfocament i trac-
tament es troben massa allunyats dels enfocaments 1 tractaments actuals. A més a aixo s’hi
afegeix la dificultat léxica i terminolodgica dels textos classics, si és que es vol fer us de frag-
ments originals o traduits. Tots aquests arguments i d’altres son certs, especialment, si no
hem tingut cura a I’hora de seleccionar els temes o els textos en funci6 dels coneixements pre-
vis dels nostres alumnes i de la seves necessitats.

Perd també és igualment cert, que la utilitzacio a la classe de matematiques dels re-
cursos historics, adequadament comentats i analitzats, pot aportar elements valuosos a la for-
maci6 integral de I’alumne. Presentar a un grup d’alumnes un problema o una qiiestio, que
ells poden comprendre facilment, encara que aquests problemes no pertanyin al seu context
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quotidia, permet ajudar al professor a explicar conceptes o aplicacions de la matematica difi-
cils d’assimilar presentats d’'una manera genérica o abstracta. A més a més, la perspectiva
historica ens permet fer comprendre el paper que hi juguen determinades técniques o metodes
matematics davant d’altres que van predominar en el passat. Tindrem aixi, elements per ava-
luar millor I’aveng de les matematiques en paral-lel amb el progrés de la humanitat, al mateix
temps que hi descobrim elements de la interrelacié entre matematiques i societat, aspecte
aquest 1ltim que actualment sembla relegat a un segon pla per la prioritzacio dels aspectes
tecnologics de I’educacié matematica. També s’ha de dir que no és gens menyspreable la pos-
sibilitat de «fer matematiques» que ofereix 1’analisi d’un problema en un context o amb una
metodologia diferents de les habituals.

2. Els recursos historics en I’ensenyament de la matematica: alguns mites massa arrelats

Una de les creences més solidament afermades és que la introduccié de fragments o
elements historics a la classe de matematiques implica necessariament fer referéncia a épo-
ques molt pretérites. Perd no sempre ha de ser aixi, no cal rastrejar el passat llunyad. Amb
freqiiéncia, textos relativament recents poden ser exemplaritzants si I’alumne percep una sen-
sacio d’allunyament. A vegades, aquest efecte no ve donat per la llunyania en el temps, siné
per la llunyania cultural: incloure entre les nostres activitats a I’aula la lectura de textos escrits
per autors d’altres pobles, d’altres paisos, pot motivar la curiositat dels alumnes i provocar
debats de gran valor formatiu. En aquest sentit 1’etnomatematica ofereix un potencial educa-
tiu que els professors de matematiques encara no hem apreciat suficientment.

Un altre mite molt arrelat quan es parla dels recursos historics en I’ensenyament de la
matematica és el d’associar I’eleccio de textos amb els noms i les obres dels matematics cab-
dals, bé siguin de I’antiguitat, del Renaixement o de les époques moderna i contemporania. Es
cert que determinats fragments d’autors com ara Arquimedes, Descartes, Euler, Galois,
Gauss, Cantor, Poincaré o Russell, per esmentar-ne només alguns dels més citats, ens oferei-
xen lectures admirables i profitoses des del punt de vista de la docéncia de la matematica.

Pero també poden servir de fons documentals de notable interés per a I’ensenyament
de la matematica fragments de les obres d’altres figures, que han estat més o menys importants
en el camp del pensament, i que, si bé entre altres disciplines han conreat la matematica, no sén
especialment conegudes per les seves aportacions a la teoria o cos matematic. Aquest podria ser
el cas de Plat6 i I’is que de la teoria de la divisibilitat fa en la seva concepci6 de la ciutat-estat; el
de Boeci i el seu tractament del concepte de numero; el de Ramus i la seva preocupacio pels as-
pectes didactics de I’ensenyament de la matematica; els dialegs de Pérez de Moya i la utilitza-
ci6 del joc matematic com a recurs per 1’aprenentatge d’aquesta ciéncia; entre molts altres.

Finalment, cal assenyalar que hi ha un camp molt poc treballat, perd que ofereix
multiples possibilitats per al docent interessat en els recursos historics. Es el cas de ’antic li-
bre de text, escrit per persones que ja han caigut en 1’oblit, pero que en els seus manuals van
aportar idees, problemes, metodes per a I’ensenyament de la matematica, algunes de les quals
poden ser inspiradores de «nous» recursos a I’aula. Cal buscar materials per utilitzar a la clas-
se en els textos dels diferents nivells de I’ensenyament de la matematica, aixi com en els ma-
nuals per a ’ensenyament d’antics oficis o professions, perqué sovintegen les sorpreses per a
I’historiador d’educacié matematica.
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A continuacié farem dues aplicacions de bona part del que hem dit a dos contextos
diferents, ambdoés dintre del camp de la matematica, I’un pertanyent a |’aritmética i I’altre a la
geometria.

3. Utilitzaci6 d’antics algorismes en I’ensenyament i I’aprenentatge del calcul

A I’ensenyament primari un dels objectius més treballats a I’aula de matematiques
és 1’adquisicio tedrica i practica dels algorismes de les operacions aritmétiques basiques.
Aquests algorismes son percebuts per part dels alumnes com els procediments invariables i
unics per determinar el resultat de les operacions. A les experiéncies didactiques portades a
terme ha estat profitosa la introducci6 a la classe d’altres algorismes historics, i no tan sols
com a ajuda per ensenyar les fases d’un determinat procediment operatiu, sin6 també com a
reflexio sobre el caracter de la matematica i el paper de les diverses cultures en el seu desen-
volupament. Val a dir que, en la major part dels casos, la presentacio d’altres algorismes a la
classe s’ha fet com una activitat ladica i, solament, en situacions concretes s’ha introduit com
a alternativa real del procediment de calcul habitual.

Tenim recollits molts d’aquests antics procediments de calcul, des d’aquells que
només impliquen una modificacio formal en 1’algorisme deixant 1’estructura essencial intac-
ta, fins a aquells que suposen un nou plantejament del procés resolutiu. Entre els primers cal
situar els algorismes anomenats «indis», pel fet de ser una derivacio dels procediments origi-
nals elaborats pel poble inventor del sistema decimal posicional, i que, basicament, coincidei-
xen amb els habituals excepte en 1’ordre d’actuaci6, que és el d’«esquerra a dretay. Es facil
mostrar a ’alumne que totes les operacions es poden realitzar comengant per l’esquerra.
Aix0, a més de ser matematicament correcte, és coherent amb 1’ordre de lectura. Precisament,
el fet que nosaltres procedim per la dreta és conseqiiéncia de I’adaptacié del procés indi origi-
nal feta pels arabs, introductors, com és ben sabut, dels algorismes a Europa. Fem observar
que la presentaci6 dels algorismes «per 1’esquerra» no és tan sols una curiositat matematica,
sind que te un notable interés didactic. Aixi, la sostraccio «per I’esquerra» evita el fet d’haver
de «portam, pas que dificulta I’aprenentatge d’aquest algorisme a I’escola. Encara que no ens
podem estendre més en les implicacions didactiques, assenyalem un altre fet: en la divisio ha-
bitual hi ha una barreja d’orientacions (els agrupaments es fan per 1’esquerra i, en canvi, les
multiplicacions parcials per la dreta), mentre que si es procedeix sempre per I’esquerra no es
dona cap canvi en el sentit de realitzacio del calculs.

Podriem parlar molt dels avantatges pedagogics de presentar altres algorismes
historics que impliquen petits o grans canvis conceptuals cn cls proccdiments de calcul, aixi
com de la introduccié de «maquines» de calcular emprades per la humanitat en altres temps o
en altres cultures, com ara els abacs, la taula de calcular medieval o les varetes de Neper, pero
davant la brevetat que ens hem imposat, ens limitarem a comentar el cas d’un algorisme més
complex que els de les quatre operacions aritmétiques elementals i en el qual, a les nostres in-
vestigacions, ha estat determinant la informacio6 obtinguda als antics llibres de text: és el cas
de I’algorisme de I’arrel quadrada.

Molts educadors son partidaris d’eliminar dels programes 1’algorisme del calcul de
1’arrel quadrada, que per la seva complexitat és dificil d’aprendre i s’oblida amb molta facili-
tat. Argumenten aquesta opini6 dient que les calculadores fan la seva funcié amb molta més
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rapidesa i, a més, diuen que el procediment habitual no comporta cap element o concepte ma-
tematic nou per a I’alumne. Hi ha d’altres professors que son partidaris de conservar-ho, pero
modificant la metodologia didactica per fer-la més heuristica.

Finalment, alguns intenten una tercera via, proposant algorismes alternatius més fa-
cils d’ensenyar i d’aprendre. Recentment, en una obra sobre didactica del calcul s’analitzava
la possibilitat d’emprar el conegut teorema de 1’algebra segons el qual la suma dels # primers
senars consecutius és igual a n? (GOMEZ, 1988). D’aquesta manera, I’extraccié de I’arrel qua-
drada d’un nombre podria calcular-se determinant la quantitat de senars consecutius que se li
poden restar al valor inicial. La qiiestié fonamental radica en proposar un procediment que
abreugés la sostraccid de senars consecutius i que fos també practic d’aplicar. Doncs bé, en
un estudi portat a terme pels autors sobre els llibres de text de matematiques en llengua cata-
lana s’ha pogut descobrir en un d’ells un algorisme molt senzill basat en aquest principi
(NUNEZ, SERVAT, 1993a). Es tracta d’'un manual d’aritmetica publicat al 1899 per Camil Vi-
ves per servir com a text al Col-legi Sant Jordi, primer centre dels temps moderns en impartir
ensenyament en la llengua del pais a Catalunya (VIVES, 1899). En aquesta obra es desenvolu-
pa completament un métode molt simple de calcular I’arrel quadrada basat en la sostraccio
consecutiva de nombres senars. Hem d’advertir per la nostra banda, que si bé Camil Vives
I’aplica exclusivament a nombres naturals quadrats perfectes, hem provat que no hi cap in-
convenient d’ordre matematic per estendre el procediment a tota mena de nombres naturals o
racionals, de manera que es pot determinar sempre 1’arrel quadrada amb el grau d’aproxima-
ci6 que es vulgui (NUNEZ, SERVAT, 1993b).

També entre els procediments proposats com alternativa a I’algorisme habitual hi ha
un métode, ben conegut des de temps antics, basat en la determinaci6 d’arrels aproximades
mitjangant divisions successives del nombre per aquests valors. També, sobre aquesta qiies-
tio, els llibres de text antics ens poden donar idees. Per exemple, en una obra d’Enric Vilaret
publicada abans de la Guerra Civil (VILARET, 1930), que ja anuncia a la portada un «nuevo
procedimiento, asombroso por su sencillez, para la extraccion de raices», s’explica un meto-
de per determinar les arrels quadrades mitjangant aproximacions successives, que si bé 1’au-
tor només 1’aplica als nombres quadrats perfectes, no hi ha cap obstacle teoric per estendre el
procediment a tots els nombres racionals (NUNEZ, SERVAT, 1993b).

4. Les antigues metodologies i el concepte i la determinacio d’arees de poligons

Un capitol important en ’ensenyament de la geometria, tant a la primaria com a la
secundaria obligatoria, és el dedicat al concepte i calcul de les arees de figures geometriques.
En termes generals ’estratégia habitual passa per definir el concepte d’area d’un quadrat i,
despreés, deduir, amb més o menys rigor, les formules que permeten calcular la superficie dels
poligons més senzills, com ara triangles, diferents quadrilaters i poligons regulars. Les técni-
ques emprades en aquestes deduccions son diverses, pero en general tenen un interés secun-
dari, davant la prioritat evident de trobar les expressions algebraiques.

Actualment els corrents moderns en didactica de la matematica tendeixen a 1’apre-
nentatge significatiu dels conceptes i dels procediments i aix0 a provocat una revifalla dels
meétodes estrictament geométrics sobre els algebraics en I’ensenyament de la geometria. Pel
que fa al cas que ens ocupa, el concepte i el calcul d’arees, ha resultat altament inspirador re-
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buscar en els antics llibres de text. Hem observat que en molts manuals del segle XIxX es prio-
ritza com a metodologia I’equidescomposicio de figures geométriques, és a dir, la partici6
d’una figura mitjangant talls i posterior moviment de les peces resultants de manera que es
pot reconstruir una altra figura que posseeix evidentment la mateixa area que la inicial. La
comparacioé de les respectives dimensions serveix per proposar les relacions quantitatives en-
tre els elements caracteristics de les figures geométriques. Val a dir que aquest métode és es-
sencialment geométric i que, a més d’estimular la manipulacié espacial en I’alumne, dona
una auténtica percepcié visual i intuitiva del concepte d’area com a invariant davant de les
equidescomposicions. Els textos de geometria classics que coneixem no donen una panora-
mica de conjunt, unicament ofereixen tot un ventall de solucions o receptes particulars. Tre-
balls com ara el de Boltyanski, entre d’altres, han permés una formulacié matematica del pro-
blema de I’equidescomposicio (BOLTYANSKI, 1973). Sobre aquestes bases teoriques, els
autors han desenvolupat un procediment general i sistematic per obtenir a partir de qualsevol
poligon elemental tots els altres poligons estudiats a I’ensenyament basic, a través de recorre-
guts per diferents figures equidescomponibles (SERVAT, NUNEZ, 1997).

Un ambit més ampli per a I’aplicacié didactica dels recursos historics el tenim quan
s’ensenya la determinaci6 d’arees de figures poligonals connexes en general. La metodologia
habitual consisteix a dividir la superficie en triangles, calcular després I’area individual de ca-
dascun d’ells i, finalment, fer la suma d’aquests valors. Perd, si analitzem llibres de text del
segle XIX hi trobarem altres maneres de determinar I’area de poligons, especialment en
aquells textos que dediquen alguns capitols a la topografia (tema, per altra banda, oficial en
els programes de geometria superior del segle XIX). A la majoria dels casos també es proposa
la particio del poligon en altres de més senzills, pero les técniques son diverses, depenen de la
forma, mida o accessibilitat a I’interior de la figura.

Si ens allunyen més en el temps, la metodologia canvia, es torna més netament ge-
omeétrica. Predominen les técniques de quadratura, és a dir, la conversio de la figura inicial en
un quadrat d’igual area. En aquests casos el que s’ofereix és un conjunt de situacions particu-
lars amb la seva resoluci6 també particular, moltes vegades enginyosa, perd complexa i difi-
cil d’aplicar a I’aula. D’aqui I’interés que presenta un antic text del segle XV11, escrit per un ar-
tesa sevilla de la construcci6, anomenat Lopez de Arenas, que anava adregat als seus
companys d’ofici, normalment analfabets i amb pocs coneixements aritmétics, pero que, per
les seves necessitats professionals havien de calcular superficies de solars i terrenys (LOPEZ
DE ARENAS, 1633). En aquesta petita obra, I’autor desenvolupa una metodologia de caracter
mixta entre la descomposici6 i la quadratura, molt facil de comprendre i d’aplicar a totes les
figures poligonals. A més a més, aquesta técnica, de la mateixa manera que les de descompo-
sici6 comentades, permet el tractament informatic i, amb programes com ara el CABRI-2, és
possible combinar eficagment la manipulacié geométrica amb els recursos modemns que sim-
plifiquen les feines laborioses d’aquests antics procediments (NUNEZ, SERVAT, 1998).
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